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VERBINDET

MATHEMATIK athe
O *
Losungen Folgen [&5C 3 Nacht

1. Aufgabe:

Grenzwerte:

6n® +1 n3 6+n% .
e Qpy=—— = — e — 6firn — oo

" n3—n+6:n3.%
b, = VAT — i) = Jamd D) —n = (y/n(n+1)—=n)(y/n(n+1) +n) _

(y/n(n+1)+n)

n? +n —n? n

= — firn — >

1 1
—_—
(Jrn+1)+n) 7 14+/1+1 2

—_
I
—~

N[ =

)nJrl 1

»—
|

o ek D S
l+34+5++37 il

*
)k

L] CTL

W= [N
—_
|
\—:/ N | =
s
—_
I
\
=
=
N

o=

—
|
W=

/ -1
e d, = {4+ L—l—l Es gilt die Abschéitzung 1 < d,, < (l/g, daher folgt mit dem Ein-
n

schlieBungslemma d,, — 1 fiir n — oc.

2. Aufgabe:
Héaufungswerte:
147"
1+ (=7)" —;n fiir gerade n 1 fiir gerade n
o fiir ungerade n —1 fiir ungerade n

fir n — oo.

Fiir b, = " betrachte zunichst N = 1,2,3,4. it =, 4> = —1, 4% = 2.4 = —i und



i* = —i-i = 1. Daher folgt

i furn=4k+1, k€ NU{0}

-1 firn=4k+2, k e NU{0}

1 —
—i firn=4k+3, k€ NU{0}
1 firn=4k, k e NU{0}
fir n — o0.
n2 n2 n2 1 + fiir gerade n
o=V g = e Ve Er Y,
noon —3 fir ungerade n
fir n — o0.

Beschranktheit: Zeige mittels vollst. Induktion, dass a, < 2 fir alle n € N gilt. L. A.

ap=1<2
L.V. a,, < 2 fiir ein gewisses n € N
IB A1 < 2
1, v. 1.,
ntl = — 1 < =2 1=
Anit1 4an + 4 +
Montonie: zu zeigen: a, 1 — a, > 0

1 1
an+1—an:Za2+1—an:(§an—1)2>0

n

Grenzwert: (sei hier a)

1 1
a:Za2+1<:>(§a—1)2:O:>a:2

4. Aufgabe:
Fiir alle 0 < ¢ < 1 existiert ein N € N mit N > /2 — 5, sodass |a, —a| <e Vn >N €N
gilt.
n? n?—n*—5 5 5 5
lan =1 = | 1] = | = = =

n2+5



5. Aufgabe:
Wahr oder Falsch?

i Jede monoton wachsende, nach oben beschrankte Zahlenfolge (a,)nen konvergiert.

Wahr
= Jede Nullfolge ist monoton fallend. Falsch z.B. (—1)"+

X Jede Folge bestitzt mindestens einen Haufungspunkt. Falsch, der Satz von Bolzano-
Weierstrass sagt nur, dass jede beschriankte Folge mind. einen Hdaufungspunkt hat.

Betrachte z.B. (ay)neny = (n)nen

i Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Wahr. Sei die Folge (ay,)nen mit a, — a
gegeben. Dann gilt Ve > 0 3N € N, sodass |a, —a| < § ¥n > N. Daher gilt auch
| — am| = |an —a+a —an| < |a, —a| + |am —a| < 5+ 5 =¢ Vn,m > N, das ist

genau das Cauchykriterium.

6. Aufgabe:

Voraussetzung: Ve > 0 Iny € N, sodass |a, — a| < eVn > ng (& a, — a fir n — 00)
Behauptung: |a,| — |a| fir n — oo

Beweis:

Dretecks—Ungl. Vorr.
lan| =lall < an—a] <"¢
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Reihen 0SS Nacht |/

VERBINDET

1. Aufgabe:

Es sei (an)nen eine reelle Zahlenfolge welche fiir alle n € N die Eigenschaft a,, > 0 erfiillt. Beweisen Sie die

folgende Aussage: Falls > >° | a,, konvergiert, so konvergiert auch > >  a2.

Proof. Aus der Voraussetzung, dass die Reihe > | a,, konvergiert, folgt mit dem notwendigen Kriterium
fiir Reihenkonvergenz, dass a,, — 0 gilt. Folglich existiert ein Index N € N so, dass a,, <1 fiir alle n > N
gilt. Somit gilt fiir n > N die Ungleichung a? < a,. Insgesamt gilt also

n =
0o N 00 N 00
2 _ 2 2 2
doan=) dnt D ans<) ai+ ) an
n=1 n=1 n=N-+1 n=1 n=N-+1
2

Die Reihe 25:1 az + >0~ 41 Gn konvergiert nach Voraussetzung. Somit konvergiert die Reihe Y 7 a2
nach dem Majorantenkriterium.

2. Aufgabe:

Untersuchen sie fiir welche Werte p € R mit p > 0 die Reihen
S sy
5p—4 -
n=1 ner n=0 p
jeweils konvergieren beziehungsweise divergieren.

Proof. Die Reihen konvergieren, wenn einerseits 5p — 4 > 1 und andererseits p > 2 gilt. Somit ergeben sich
drei Falle.

Fall 1: p > 2: Beide Reihen konvergieren.
Fall 2: 1 < p < 2: Die erste Reihe konvergiert, die zweite Reihe divergiert.
Fall 3: 0 < p <1: Beide Reihen divergieren. O

3. Aufgabe:

Wahr oder Falsch? Beweisen Sie jeweils Thre Aussage.

oo o0

w) Sei ¢ > 0 eine Konstante so, dass die Reihe Z ¢" konvergiert. Dann muss auch die Reihe Z(—c)”
n=0 n=0
konvergieren.
o0
Proof. Da die Reihe Z c" konvergiert muss ¢" eine Nullfolge sein. Ferner ist ¢ monoton fallend.
n=0

oo
Somit ist Z(—c)" konvergent nach dem Leibniz-Kriterium. O
n=0



f) Es sei (ay)nen eine reelle Zahlenfolge. Falls lim,,_,~ 2a, = 0 gilt, so konvergiert die Reihe Y7 | a,,.

Proof. Definiere a,, := % Dann gilt mit den Grenzwertsétzen lim,, ., 2a, = 2lim,_, a, = 0, jedoch
ist die Reihe

o0 o0 1
IIIRE) SE
n=1 n=1 n
divergent, da die harmonische Reihe > 7 | % divergiert. Die Aussage ist demnach falsch. O

f) Es sei (an)nen eine reelle Nullfolge. Dann ist

Z(—l)"an

n=1

konvergent.

Proof. Definiere a,, := (—1)™+. Dann gilt nach den Grenzwertsétzen, da ((—1)™)nen durch 1 beschrénkt

ist: 1 1
lim a, = lim (—-1)"— = lim — =0
Allerdings gilt
-1)"a, = -H)"(-1)"- = —
;( )"a nz::l( (=1 25

Demnach divergiert die Reihe > °°  (—1)"a,, da die harmonische Reihe divergiert. Die Aussage ist
also im Allgemeinen falsch. O

w) Die Reihen

Yo L(5)
n=1 n=0

konvergieren, falls p = % ist.

Proof. Die Reihen konvergieren, wenn einerseits 3p —3 > 1 und p > 1 gelten. Die Zahl p = % erfillt

beide Bedingungen. O
f) Sei ¢ > 0 eine Konstante so, dass die Reihe Z c" konvergiert. Dann gilt
n=0
(o) oo o0
(Se) (2] - xer
n=0 n=0 n=0

Proof. Diese Aussage ist falsch. Wéhle ¢ = % Dann konvergiert die Reihe Z c" als geometrische

n=0
Reihe. Allerdings ist ¢ = 1 und mit der Formel fiir die geometrische Reihe folgt

() )

(02)n _

n=0

Blw| =



4. Aufgabe:

Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz bezichungsweise Divergenz.

oo

1

Proof. Konvergent, da ﬁ = n31/2 und % > 1. O
>
= Vn?* -3

Proof. Wir haben fiir n > 2 mit der Monotonie der Wurzelfunktion

1 1
n?<n® = n?-3<n? = Vn2-3<n = = 327.
n< — n
Somit gilt
1 1 — 1
_— > - = _ > —.
n?—3 " n n;\/nQ—i%_;n
Damit divergiert die Reihe nach dem Minorantenkriterium. O
>

oo

2n
* ;n+3

Proof. Die Folge 2% konvergiert fiir n — oo gegen 2, ist somit keine Nullfolge und die Reihe divergiert

e
nach der notwendigen Bedingung fiir Reihen. O
> 1
. -1 n—1
7;( ) vn—3

Proof. Aus der Monotonie der Wurzelfunktion folgt
n+1-3>n-3 = Vn—-2>+vn-3.

Division liefert 1 1
> .
Vn—=3 Vn-2

eine monoton fallende Nullfolge und nach dem Leibniz-Kriterium ist

e s o
Somit ist die Folge a,, = W

1
damit die Reihe Z(—l)”_li
= vn—3

konvergent. O

oo
Z |smn\
[ ]



Proof. Da |sinn| <1 gilt, erhalten wir
| sinn|

< 1
n?2 T n2’

Mit dem Majorantenkriterium folgt daraus

o0 . o0

> ey
2 = 2’

n=1 n n:ln

oo o0
: . N | sin 7| o 1 :
Somit konvergiert die Reihe E o da die Reihe E 2 konvergiert.

n=1 n=1

5. Aufgabe:

oo oo
. . 1, n! .
Untersuchen Sie die Reihen E ﬁm und E R auf ihr Konvergenzverhalten.

n=1 n=1

Proof. Es gilt
1

= 37
n ‘ 1
n3mn

lim sup,,_,
da {/n — 1 erfillt ist. Fir 2 = —3 folgt

n

> L=y B
n=1 n=1

womit die Reihe fiir £ = —3 nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert. Fiir x = 3 folgt hingegen

o0 1 N

hE
S =

n=1

o0
1
womit die Reihe fiir = 3 divergiert. Somit konvergiert die Potenzreihe Z ?x” fiir x € [-3,3).
n
n=1
Wir untersuchen den Term 1 )
limsup,, ,o + 7%’ limsup,, _, (v\\h/ﬁ?)!z

Wie oben wissen wir, dass {/n — 1 gilt. Somit erhalten wir

1 B 1
%| lim sup,, ., V/n!

n

limsup,,_, . 1

Da {/n! — oo gilt, folgt
1
=0.

n!|

lim SUpP,, 00 \ nZ

Somit konvergiert die Potenzreihe fiir kein x € R.



6. Aufgabe:

Die Reihen Z und Z T konvergieren. Bestimme Sie die jeweiligen Werte.

Tipp: Zeigen Sie, dass

gilt.
Proof. Fiir die erste Reihe machen wir Induktion:

Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt

k=2
Induktionsvoraussetzung: Es gibt ein m € N so, dass

m 1 1
Zk2—1 1_%_2(m+1)
gilt.

Induktionsschritt: Mit der Induktionsvoraussetzung gilt:

m+1 1

3
kzzzk2—1_k=2k2—1+(m+1)271_Z_Qm_Q(m+1)+(m+1)271'

Ferner erhalten wir

1 1 1 1 2 m+ 2

(m+12—-1 2m mm+2) 2m 2m(m+2) 2m(m+2)

m 1
2m(m—+2)  2(m+2)

Dies konnen wir nun einsetzen und erhalten:

m—+1

Z 3 1 1 n 1 3 1 1
B-1 4 2m 2(m+1) (m+1)2-1 4 2m+1) 2(m+2)
Somit haben wir unsere Behauptung mittels Induktion gezeigt.

Nun zur zweiten Reihe: Es gilt mit k =n —1,alson=k+1

Z 3n— Z 3k:+1 1 Z 3k’
n=1 k+1=1 k=0

Mit der geometrischen Reihe folgt nun, da % < 1 gilt

n=1 k=0

N w

W=



7. Aufgabe:

Zusatzaufgabe. Achtung schwierig!
o0

n
Untersuchen Sie Z — auf ihr Konvergenzverhalten. Bestimmen Sie den Reihenwert.
e

n=1

Proof. Wir werden beweisen, dass

gilt. Das machen wir mit natiirlicher Induktion iiber m.

Induktionsanfang: Es gilt

e e(e —1)2 B e(le—1)2 °

i:nili((ﬁfl)2 e? —2e+1
n=1 "_e_

Induktionsvoraussetzung: Es gibt ein £ € N so, dass

- eke—1)2

zkzﬁ Tl k(1 —e)—e
n=1 er

gilt.
Induktionsschritt: Es gilt mit der Induktionsvoraussetzung:

no_ n  k+1 el k(l—e)—e k+1
en _267+ ekl k(e —1)2 eht1

Wir fassen zusammen:

2t ke(l—e)—e*  (k+1)(e—1)?% €2 +ke(l—e)—e?+ (k+1)(e—1)?

ektl(e —1)2 ektl(e —1)2 ektl(e —1)2

24 k(l—e)—2e+1 "2+ (k+1)(1—e)—e
ebtl(e —1)2 B ebtl(e —1)2 '

Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen.

Nun kénnen wir in der Partialsummendarstellung zur Grenze iibergehen und erhalten

> n " n et rm(l—e)—e e
— = lim — = lim = .
7;1 en mﬁw; e m—oo em(e —1)2 (e —1)2

Damit konvergiert die Reihe mit dem Wert ﬁ
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1. Aufgabe:

Uberpriife folgende Funktionen auf Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivtit.

F:R = [5,00) mit f(z) = 2% + 5.
£:N = Nmit f(z) = z* + 5.
.R = R mit f(z) = = - cos(x).
:Q = Q mit f(z) = 3L

—2  falls z gerade
: N U 0 N Z t — 2 )
f {0} mit f(x) {T—QH falls x ungerade.

1. Beweis:

)

b)

Esist f(1) =6 = f(—1) und somit f nicht injektiv und insbesondere nicht bijektiv.
Sei weiter y € [5,00) beliebig, dann gilt ist zg := ¢y —5 € R, weil y > 5 und somit y — 5 > 0 ist.
Weiter ist dann f(z¢) = y und somit f surjektiv.

Seien a,b € N mit f(a) = f(b), dann ist a* +5 = b* + 5 und somit a* = b*. Da a,b > 0 sind, folgt
damit a = b und somit ist f injektiv.

Allerdings ist die Funktion nicht surjektiv, da es kein 2 € N gibt so, dass 2* = —5 ist, also gibt es auch
kein x so, dass f(z) = 0 ist. Also ist die Funktion auch nicht bijektiv.

BEsist f(§)=%5-0=0=—5-0= f(—7%). Also ist die Funktion nicht injektiv.

Bei der Surjektivitdt muss man ein wenig tricksen. Sei y € R beliebig, dann wissen wir, dass es ein
k € N gibt so, dass y € [—2km,2kn] ist. Nun gilt f(—2kn) = —2k7n sowie f(2kw) = 2knw. Da f ein
Produkt von stetigen Funktionen ist, ist f ebenfalls stetig. Mit dem Zwischenwertsatz nimmt f dann
auch jeden Wert im Intervall [—2km, 2kn] an. Da y € [—2km, 2kn] gilt, nimmt f auch den Wert y an,
also ist die Funktion surjektiv.

Seien a,b € Q mit f(a) = f(b), dann gilt 231 = 3“% <3a+11=3b+11<3a=3b< a=>und
somit ist f injektiv.

Sei weiter g € Q beliebig, dann existieren a,b € Z mit b # 0 so, dass ¢ =
und es gilt f(zg) = 1 (3Tezl 4+ 11) = & . (Taglb 4 10y — 1. (Te)
auch surjektiv und somit bijektiv.

- 3b

% ist. Nun ist zo := Ta—llb =
= ¢ = q. Also ist die Funktion

Seien a,b € NU{0} mit f(a) = f(b), dann gibt es drei Félle. Fall 1 ist, dass a und b beide gerade sind,
dann ist —5 = f% und daraus folgt durch Umformen, dass a = b ist. Fall 2 ist, dass a und b beide
ungerade sind, also ist %1 = H?l und daraus folgt, dass a = b ist. Im letzten Fall ist ein Element
gerade und eines ungerade, 0.B.d.A sei a gerade und b ungerade. Dann gilt —5 = b+71 S —a=b+1,
dies ist allerdings ein Widerspruch, da —a < 0 ist und b + 1 > 2 aufgrund des Definitionsbereichs.
Somit kann f(a) = f(b) nur gelten, wenn a und b beide gerade oder ungerade sind. Insgesamt ist die
Funktion injektiv.

Sei y € Z mit y < 0 beliebig, dann ist z¢ := —2y € NU {0} und gerade, somit gilt f(z¢) = —% =
2% = y. Sei nun y € Z mit y > 0 beliebig, dann ist z¢ := 2y — 1 € NU {0} und ungerade, somit ist
flzo) = on—s-l = 2—2'” = y. Also ist die Funktion auch surjektiv und somit bijektiv.



2. Aufgabe:

Seien a € R und f : R — R definiert als

z® - cos(L falls x #£ 0,
o) = ) .
0 falls z = 0.

Fiir welche a > 0 ist f stetig an der Stelle x = 07

2. Beweis:
Fiir a > 0 gilt

1
. i | Il 21— 0.
A = il cos(l = el 1 =0
Es folgt lirrb f(z) =0= f(0). Also ist f an der Stelle x = 0 stetig fur alle a > 0.
z—

Sei nun a = 0. Dann ist f(z) = cos(1). Fiir k € N sei weiter 2, := 51— und &, := m
Nun gilt lim zp =0 = lim Z; und es ist
k—o00 k—o00

. . 1 .
kli}rgo f(zg) = lim f (2]”) = khm cos(2km) =1 und

k—o0 —00
. I 1 o _ .
klingo f(@) = kll)ngof <(2k:—|—1)7r> = kll)ngo cos((2k + 1)m) = —1 # kll}rrolo f(zp).
Somit existiert der Grenzwert liII%J f(z) nicht und die Funktion ist insbesondere nicht stetig an der Stelle
T—r

z =0, wenn a = 0 ist.

Bemerkung: Nachdem wir klim flxg) = 1 # f(0) gezeigt haben, hitten wir eigentlich aufhoren kénnen.
c— 00
Denn damit kann schon nicht mehr lir% f(z) = f(0) gelten, was fir Stetigkeit von f in = 0 notig wére.
r—r

Nun kann man sich fragen, ob man die Definition von f an der Stelle x = 0 so verdndern kann, dass f fir
den Fall @ = 1 doch in & = 0 stetig ist. Durch unsere Betrachtungen haben wir aber zusatzlich gezeigt, dass
auch das nicht moglich ist.

3. Aufgabe:

Seien f : [a,b] — R stetig und o, 8 € R mit - 5 > 0. Beweise, dass ein z( € [a, b] existiert so, dass gilt

af(a) +Bf(b)
f(zo) = T'

3. Beweis:
Die Behauptung folgt aus dem Zwischenwertsatz, wenn wir zeigen, dass %Jrgﬂb) zwischen f(a) und f(b)
liegt. Dazu sind die Félle f(a) < f(b) und f(a) > f(b) sowie o, 8 > 0 und «, 5 < 0 zu unterscheiden. O.B.d. A
gelte hier f(a) < f(b) und o, 8 < 0.

Hierfur gilt:

fla) < f(b) = Bf(a) = Bf(b)
= (a+pB)f(a) = af(a) + Bf(b)

af(a)+ B (b)

= fa) < SL0 20



und

fla) < F(6) = af(a) > af ()
= (a4 B)f(6) < af(a) + B
af(a) + B (D)

= f(b) > o

4. Aufgabe:
(Nur BA)
Sei f: (a,b) — R gleichméfig stetig. Beweise, dass f dann auch beschrankt auf (a,b) ist.

4. Beweis:
Da f gleichméBig stetig ist, gibt es zu e =1 > 0 ein § > 0 mit

z,y € (a,b), |z —y| <d=|f(x) - fly)l <1
Wir wéhlen n € N mit b;—l“ < 6. Dann gibt es zu jedem x € (a,b) ein j € {1,...,n — 1} mit
J
a+=(b—a)—z| <9,
n

und daher folgt

@) = 1) = fa+ Lo a) + fla+ L0 — a))
<|f(@) = fla+ b= a)l +[fa+ 26— )
<14+ max |f(a+%(bfa))|.

ke{l 1}

5. Aufgabe:

(Nur BA)

Bestimme die Grenzfunktion der folgenden Funktionenfolgen f, : R — R fiir n — oo und untersuche, ob die
Konvergenz auf R gleichméfig ist.

a) fn(x) = arctan(nz).

b) fulz) = sl (n > 2).

5. Beweis :

n—oo

a) Fir ein festes x > 0 gilt ne — oo. Damit folgt

. m
nh_}n;o arctan(nz) = 5

Analog erhélt man fir z < 0

. m
7}1—{20 arctan(nz) = —5



Fiir = 0 erhélt man f,(z) = arctan(0) = 0 fiir jedes n € N. Damit konvergiert die Folge punktweise
gegen die Funktion f mit

ET x>0
fl)=40, 2=0.
-5, <0

Diese Funktion ist offensichtlich nicht stetig in © = 0. Da aber jedes f,, stetig ist, kann die Folge nicht
gleichméfl konvergieren, sonst wére die Grenzfunktion ebenfalls stetig.

b) Es ist

lm fo(x) = lim —S@) g, sin@) _ sin()
n— 00 n—o00 N, + COS(.’L‘) n—oo | | cos(z) 140

= sin(z).

Wir zeigen nun, dass f, sogar gleichméflig gegen f(z) = sin(z) konvergiert. Dazu seien z € R und
n € Nyn > 2 beliebig.

cos(x)

Wir setzen zur Abkiirzung a := — . Wegen cos(xz) > —1 und n > 2 ist a > —% und damit 1 +a >

1
5

Insgesamt erhalten wir ‘Hl_a = 1-5%1 <2
Nun gilt
[fula) — £(a)] = [sinGe) — D -
w(z) — f(z sin(x) — = |sin(x)| - |1 —
n + cos(x) n + cos(x)
1 1
<1-|1-— =|1-
rrem | | T
a 1
— = |a| -
14+a 14+a
<o 2 =2 [0 2
n

Da dies fiir alle z gleichzeitig gilt, konvergiert f,, gleichméfig geben f.

6. Aufgabe:
(Nur LAG)

Bestimme alle Extremstellen der folgenden Funktionen. Gib jeweils an, an welchen Stellen es sich um Hoch-
und an welchen um Tiefpunkte handelt. Was miisste man noch iiberpriifen, um herauszufinden, ob es sich
um ein lokales oder globales Extremum handelt?

a) f(z) = —e *F2(2? — 15)

b) g(x) = (—4+ z)x + (-2 + x) cos(x) — sin(x)



6. Beweis :

a)

f'(z) = e=**2(2%2 —22—15). Eine notwendige Bedingung fiir Extremstellen ist, dass die erste Ableitung
dort Null ist, also setzen wir f/(z) = 0. Da es sich um ein Produkt von zwei Funktionen handelt, kann
f' genau dann Null werden, wenn einer der Faktoren Null wird. e~**2 kann nicht Null werden, also
setzen wir x2 — 2z — 15 = 0 und erhalten (mit p-q-Formel oder #hnlichem) als Nullstellen z; = —3 und
Tg = 5.

Um zu uberpriifen, ob es sich um Hoch- oder Tiefpunkte handelt, betrachten wir die 2. Ableitung
der Funktion und setzen unsere Extremstellen ein. f”(x) = e~*+2(—22 + 4z + 13), also ist f”(-3) =
—8e¢~! < 0und f(5) = 8¢ > 0. Somit haben wir bei x; einen Hochpunkt und bei x5 einen Tiefpunkt.
Um zu tberpriifen, ob es sich um lokale oder globale Extrema handelt, miissen wir die Grenzwerte der
Funktion fiir x — oo und * — —oo betrachten.

g (z) = (2 —sin(z))(z — 2). Da sin(z) < 1 gilt, kann wieder nur der zweite Faktor Null werden und
zwar genau fir x = 2.

Die zweite Ableitung liefert uns f”(z) = 2 — (—2 + ) cos(z) — sin(z). Setzen wir & = 2 ein, erhalten
wir f7(2) =2 — (=2 + 2) cos(2) — sin(2) = 2 + sin(2) > 0. Also haben wir einen Tiefpunkt gefunden.
Da dies die einzige Extremstelle ist, ist der Punkt sogar ein globaler Hochpunkt.



